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(Eingelangt am 29. April 1946. Vorgelegt in der Sitzung am 27. Juni 1946.) 

Betrachten wir einen Fliissigkeitsbereich mit emulgierten Teilchen (eT), 
der yon parallelem Licht durchstrahlt wird. I)er Antefl des durch- 
gelassenen Lichtes ist dann yon den gegenseitigen Verdeckungen ab- 
h~ngig und diese sind wieder dureh den jeweiligen Verteflungszust~nd 
der eT bestimmt. 

Es m6gen die Lichtverh~ltnisse in einem solchen l~aum in Abh~ngig- 
keit yon der zuf/~lligen Verteflung der eT untersucht werden. Um die 
Sache iibersichtlicher zu gestalten, machen wir vorlgufig drei verein- 
fachende Annahmen, auf die wir spi~ter noch zurtickkommen: 

1. Jedes der als glei~hgrol] angenommenen eT soil das LiGht voil- 
kommen absorbieren, much die Oberflgche soil kein Reflexionsverm6gen 
besitzen. 

2. Um nicht mit teilweisen Verdeckungen rechnen zu miissen, stellen 
wir uns die eT als Wfirfel vor, eine Fl~Lche soll immer senkrecht auf das 
einfailende Licht zu stehen l~ommen. Dazu wollen ~ r  nur mit solchen 
Anordnungen der Wiirfel rechnen, bei denen die Projekt!onen der Wiirfel- 
zentren ein quadratisches I~etz bilden. Damit sind ~3berschneidungen der 
geworfenen Schatten vermieden. Als MaB der Konzentration nehmen 
wir das Verhi~ltnis der emulgierten Phase (V~) zum Gesamtvolum (V) ,  
das aus der emulgierten und zus~mmenhi~ngenden Phase (V~) besteht, 

V, 
c =  V ~ + V , "  (1) 

3. Nun teilen wir den Raum in Prismen vom Volum 

Ve v~ -= (2) 
C 
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% soll das Volumen eines individuellcn eT sein. Das Ganze kommt 
darauf hinaus, dab man Mikror/iume errichtet, die durchschnittlich ein 
einziges eT enthalten. (Tber die Form der Mikroraume machen wir nur 
die Annahme, dab der l%aum sich nicht in der Lichtrichtung erstrecken 
soil. Ein eT kann im Mikroraum nur 

1 
z = - (3) 

verschiedene Stellungen einnehmen, deren Projektionen in der Licht- 
richtung sich nicht decken sollen. 

Nach diesen Voraussetzungen mfiBten wir die durchschnittliehe Licht- 
absorption im Raum berechnen k6nnen, wenn nns das Zufallsgesetz 
bekannt ware, nach dem die eT in raschem zeitlichem Weehsel die m6g- 
lichen einzelnen Mikror/iume besetzen. Wit. ben6tigen die Kenntnis der 
relativen H~ufigkeit der mit unseren Voraussetzungen vertraglichen eT- 
Anordnungen, die man bei sehr oft wiederholten Beobachtungen auf- 
finden kSnnte. 

A. A b l e i t u n g  des  Lambert-Beerschen A b s o r p t i o n s g e s e t z e s  
d u r e h  S p i e l e n  m i t  e i n e m  Wii r fe l .  

Um fiber die dutch das Spiel des ZufMls geregelte und ffir die Licht- 
durchl~ssigkeit entscheidende Stellung der eT im Mikroraum etwas zu 
erfahren, k6nnen wir ein Zufallsger~t, das sieh fiir mehrere (n) unter 
sich gleich wahrscheinliche Zusti~nde entscheiden kann, betiitigen. Ein 
solches Zufallsgers ist fiir n ---- 2 eine Mfinze (Kopf und Adler), fiir n ---- 6 
ein Wiirfel, fiir n ~ 37 ein Roulette, auf jeden Fall aber ein Sack mit n 
Nummern, deren stets eine gezogen und wiede~ zuriickgelegt wird. 

Wenn wit uns der Bequemlichkeit halber ffir den Wiirfel entscheiden, 
so werden wir das zufallige Erscheinen der sechs Wfirfelfl/ichen mit der 
zuf/~lligen Besetzung yon sechs verschiedenen Stellungen im Mikroraum 
in Analogie setzen k6nnen. Damit ist nach Formel 2 die Konzentration 
c = 1/6 festgelegt. Die Augenzahlen der aufeinander folgenden Wiirfe 
kSnnen wir dann den Besetzungsstellen der aufeinander folgenden Mikro- 
r/~ume zuteflen. Die im /~-ten Wurf geworfene Augenzahl identifizieren 
wit einfaeh mit dem Vorhandensein eines eT in der n-ten Stellung des 
/).ten Mikroraumes. Wit ~:irfeln so lange, bis jede Wfirfelflgche erschienen 
ist, das heiBt, bis dureh Besetzung aller sechs Stellungen eine vollkommene 
Verfinsterung des dahinter liegenden l~aumes eingetreten ist. Dann 
brechen wit die Serie ab, denn die Art der Besetzung der noch folgenden 
Mikror~ume br/~chte in optischer I-Iinsicht nichts Neues. Die durch eine 
Serie eharakterisierte Mikroverteilung ordnen wit einem momentanen 
Zustand zu, die der n/~ehsten Serie einem darauffolgenden Moment, der 
zeitlich so welt yon dem ersten getrennt sei, daB eine Wahrscheinlichkeits. 
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nachwirkung ~usgeschlossen ist, d. h., d~B w/~hrend dieser Zeit die mittlere 
Wegstreeke des eT grSger sei ~ls die Lgngserstreekung des Mikroraumes. 

Wir erhalten so Verteflungen, die durch das Gesetz des Zufalls be- 
stimmt sind. Wit werden erwarten k6nnen, aus der Betr~ehtung einer 
grol3en Anz~hl derartiger Verteilungen das Mlgemeine Absorptionsgesetz 
aufzufinden. 

Folgeades l~Bt sich sofort vorauss~gen: Bei der ersten BetS, tigung des 
Zufallsger~ttes mug eine yon den n Bedingungen eintreten. Das se~zen 
wit in Analogie mit eiaer Verfinsterung yon I/n des ersten Mikror~umes. 
Das Weitere mug sich zwischen zwei Extremen abspielen. D~s Extrem 
der schnellsten ggnzliehen Verdunkelung w-ird dann erreicht, wean in 
den ersten n Mikror/~umen n versehiedene Stellungen besetzt sind, die 
Wahrseheinlichkeit ist d~fiir 

n! 

Das Ext rem der geringsten Verdunkelung t r i t t  dann ein, wenn in p 
Mikror/~umen immer dieselbe Stellung besetzt ist, die Wahrseheinlichkeit 

1 dafiir ist - - .  

~.~s- 

•Q//////////////////////////////•v//////////////'/////7• 

~ ' / / / / . I / / / / / / / / / / / / I / / / / / / / / / / , / / / , / / f l / .  
6 10 

ZaM def l~l~rl~ ~ oder Za~I de~ M/~for~u m e 

Abb. 1. Der Wahrscheinlichkeitsbe~eich ~fir n ~ 6 ist schraffiert. Wmax zeigt den wahr- 
s e h e i n l i c h s t e n  V e r l a u f .  

Nun zu den Versuchen: 
In den ersten drei gewiirfelten Serien erschienen die Augenzahlen: 

l.$a,i~ _ _  6 
2,.,,cer/~ ' _ _ _  ,t- q 

,13ef/e . . . . .  5 2 

2 2 Z 5 1 6 $ 5 /' 6 6 2 3 3 
Z g 1 3 Z 6 2 5 
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; - ,  T . 

2 3 # 5 6 7 8 9 1Oil 12 1 3 1 q 1 5  ~ 1 ~  1813 20 ZI ZZ 2~ 

p Anzahl d o "  W~t't~ 

A b b .  2.  S c h e m a  y o n  3 W u r f s e r i e n .  
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Auf das Optisehe fibertragen bedeutet die Serie 1 folgendes : I m  1. Wuff 
(p ~- 1) erschien eine 6, daher denken wir uns im 1. Mikroraum die Stellung. 6 
mit  einem eT besetzt. Von den n ~ 6 Stellungen im Mil~roraum ist damit  
eine besetzt (z----1) und 1/6 des auffallenden Lichtes wird absorbiert. 
Durch den 2. Wurf (p----2), es ersehien eine 1, wird im 2. Mikroraum 
die Stellung 1 besetzt, womit im Ganzen zwei versehiedene Stellungen 
besetzt sind (z--~ 2) und 2/6 des Liehtes absorbiert werden. Durch den 
3. Wurf wird z ---- 3. D~ aber im 4. und 5. Wurf eine 2 erseheint und wir 
demgems im 4. und 5. Mikroraum die Stellungen 2 besetzen miissen, 
~ndert sich optiseh nichts, die Zahl der verschieden besetzten Stellungen 
bleibt z = 3; denn das im 3. Mikroraum auf Stellung 2 stehende eT hat  
bereits alles in die Reihe der Stellungen 2 tallende Licht abgesehirmt und 
al]e in den folgenden Mikrori~umen auf den Stellungen 2 stehenden eT 
liegen im Dunkeln, kSnnen also nichts absorbieren. Erst  dureh das Er- 
scheinen einer bis dahin noch nicht erschienenen Augenzahl, n~mlieh 
der 5 im 6. Wurf, erhSht sich z auf 4, es werden 4/6 des Lichtes absorbiert 
und dieser Zustand bleibt, da weiter nur sehon friiher erschienene Augen- 
zahlen geworfen werden, unveri~ndert bis zum 15. WurI, we zum ersten- 
real eine 3 geworfen wird und damit  z ~- 5 wird. Je tz t  ist nut  noeh die 
Stellung 4 in allen 15 Mikrori~umen unbesetzt geblieben, die einzige 
Stellung, dureh die noch Licht dringt. Nachdem im 17. Wurf ~ueh diese 
Augenzahl ersehienen ist, ist z = n geworden, d. h., alle mSgliehen 
Stellungen sind besetzt und damit  alles einfallende Lieht absorbiert. 
Hiermit breehen wir die Serie ab, denn die Besetzung der noch folgenden 
Mikror~ume ist optisch ohne Folgen. 

Die drei ersten Serien sind im Schema der Abb. 2 zusammengefai~t. 
Die aus S-Serien resultierende VerfinSterung im p-ten MJkroraum ist 

n 

F~- I S (4) 
mit  der Nebenbedingung 

n 

z = .m0 (5)  
1 

dabei sell mz die Anzahl der Serien angeben, in denen bis zum p-ten 
Wurf einschlieBlich, z verschiedene Wiirfelfli~ehen ersehienen sind, also 
die in das Schema eingeschriebenen Zahlen. 

]~ ist der Verfinsterungsfaktor und gleich 

h : z .  (6) 
n 

Die Lichtst~rke ist natiirlich 

J~ ---- 1 - -  F~. (7) 
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+ 
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15 

20 

25 

1/6 

30 

35 

Tabel le  1. S c h e m a  

Anzahl der besetzten Stellungen 
->z 

Verfinsterungsfaktor ]z 

y o n  300 W u r f s e r i e n .  

Fgef. Fber. 

5/6 5/~ 
0,0000 0,0000 

1667 1667 

3011 3055 

4211 42 t3  

5189 5178 

6000 5981 

6639 6651 

7261 7209 

7716 7675 

8078 8062 

8450 8385 

8717 8654 

8894 8878 

9044 9065 

9228 9221 

9394 9351 

9528 9459 

9589 9549 

9639 9624 

9694 9687 

9761 9739 

9806 9783 

9839 9819 

9856 9849 

9905 9874 

9928 9 8 9 5  

9939 9913 

9956 9927 

9972 9940 

9972 9950 

9972 9958 

9978 9965 

9978 9971 

9983 9975 

9989 9980 

1,0000 0,9983 

Schema yon 300 Wurfserien. 

JgeL Jber. 

1,0000 

8333 

6989 

5789 

4811 

4000 

3361 

2739 

2284 

1922 

1550 

1283 

1106 

0956 

0772 

0606 

0472 

0411 

0361 

0306 

0239 

0194 

0161 

0144 

OO95 

0072 

0061 

0044 

0028 

0028 

0028 

0022 

0022 

0017 

0011 

0,0000 

1,0000 

8333 

6945 

5787 

4822 

4019 

3349 

2791 

2325 

1938 

1615 

1346 

1122 

0935 

0779 

0649 

0541 

0451 

0376 

0313 

0261 

0217 

0181 

0151 

0126 

0105 

0087 

0073 

0060 

0050 

0042 

O035 

0029 

0025 

0020 

0,0017 
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Es wurden nun 300 Serien gewfirfelt, deren l~ngste 34 Wiirfe um- 
faBte, das Ergebnis ersieht man aus TabeUe 1, mit  den nach 4 und 7 aus 
den Spielen ubgeleiteten Absorptionsverh~ltnissen Fs~ I und Jg~1. 

Tr~gt m a n  Jg~1 gegen p auf, so erh~lt man eine zun~chst steil ab- 
fullende Kurve; die sich lgngsum der Abszisse nghert. Nehmen wir aber 
ein Koordingtensystem mit einer logarithmisch geteilten Ordinate, so 

x\ r 

T 

~g01 

\ \  
- \  

\ 

) \  

I 

5 10 /5 Z0 2S $01a 

Abb.  3. J ~  berechnet  und  aus  den Wiirfelspielen gefunden.  

erhalten wir eine Gerade (Abb. 3) und dieser, ohne Rechnung, nut  durch 
das Wiirielspie] erhaltene Befund, fiihrt uns sofort zum optischen Ab- 

dlnJ 
sorptionsgesetz. ~ ist, wie man aus Tabelle 1 abliest, eine Konstante.  

Die Steigung der Geraden zwischen p ~ 0 und p ~- 1 folgt darius,  dal~ 
allgemein bei der ersten Bet~tigung eines der eingangs erwi~hnten Zu- 
fallsger~te, eine yon den n M6glichkeiten eintreten muB, da]~ es also, aufs 
Optische iibertragen, zu einer Verfinsterung um eine Einheit der n-Ein- 
heiten kommen mul~. 1/n ist aber nach 2 gIeich der Konzentr~tion c. 
Daher ist allgemein 
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J1 ~ - - 1  
- ( s )  

Jo n 

In  unSerem FM1 muB J i  - -  Jo ---- - -  i/6 betragen und dies ist natiirlich 
- -  c. Fiir den Bereich yon p = 0 bis p = 1 war das yon vornherein klar, 
d b  Auswertung der Wiirfelspiele zeigt aber, dab die Steigung auch dariiber 
hinaus konstant  bleibt, dab also 

d l n J  
- -  c ( 9 )  

dp 

ist, woraus unmittelbar das Lambertsche Gesetz mit  der Beerschen Er- 
weiterung 

J~ = Jo e-cP (10) 
folgt. 

In  Abb. 3 weicht die experimentell gefundene Linie bei grSBeren /9- 
Werten merklieh yon der Geraden ab, aber das ist bei der relativ geringen 
Anzahl yon 300 Serien selbstverstindlich, weil das statistisehe Material 
bei den seltener eintretenden F~llen verarmt.  Bei einer gr6geren Serien- 
anzahl wiirde das Gebiet der geraden Linie weiter hinausgesehoben, aber 
naeh einer gewissen Grenze wiren die vorliegenden experimentellen Werte 
ebenso liiekenhaft. In  gleieher Art  ist es such der geringen Serienanzahl 
zuzusehreiben, dal3 die 1/~ngste beobachtete Serie nur 34 Wiirfe umfagt.  
Theoretisch miigten nach (unendlieh) langen Zeiten sieh aueh (unendlieh) 
lange Serien einstellen. 

B. Um den statistisch zu erwartenden Weft  yon J~ (n) zu bereehnen, 
wollen wir unter Beibehaltung der in Tefl A getroffenen Annahmen die 
Zahl aller i iberhaupt denkbaren Verteilungen in Vergleieh setzen mit  der 
Wahrscheinliehkeit der einzelnen m6glichen Verteilungsarten mit  Beriick- 
sichtigung ihres jeweiligen Verfinsterungswertes. 

Die Frage ist: Auf wieviel Arten kSnnen p Kugeln auf z Sehalen ver- 
teilt werden, die ihrerseits auf n P1/~tze gestellt werden k6nnen, wenn auf 
jedem Platz nur fiir eine Sehale Raum ist? 

Dazu sind folgende Teilfragen zu beantworten: 
1. In  wievM Verteilungen lassen sieh p Kugeln in z Sehalen legen ? 

GMchbedeutend ist die Frage: Auf wie viele Arten li~gt sich die Z~hl p 
in z Summanden zerlegen ~. (z ~ ~o). Dies soll auf q Arten m6g]ich sein, 
q muB durch Probieren gefunden werden, i Fiir ~ede der q Verteilungsarten 
besteht die Bedingung 

Z 

_yaso =p .  (m) 
1 

2. Auf wie viele Arten kSnnen z Schalen, unter d~nen sich gi, g2 �9 -. 
gleiche befinden, auf n Pl i tze  gestellt werden, wenn auf ]eden Platz nur 

i Fiir dieses Diszerptionsproblem gibt es nur ftir z ~ 3 Formeln. 
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K o m p l e x i o n e n  f i i r  d e n  Falln----6,  p=10 .  

83,85% ber. (nach 19) 
84,50% g e l  (nach Abb. 5). 

Kz,q 

300 

1350 
3600 
6300 
3780 

5400 

43200 
75600 

100800 
151200 
302400 
189000 
252000 

43200 

453600 
907200 

1360800 
567000 

4536000 
1134000 
1008000 
2268000 

151200 

1814400 
3024000 
6804000 
9072000 
9072000 

680400 

q 

~ q  Kz, q 
1 

15330 

1119600 

12277800 

30618000 

b~r. 
~ =  

= 100 Z Kz, q 
n~ 

10-~ 

0,025 

1,7 

20,3 

50,7 

1 

6 

3 
6 

4 

5 

~-~ q 

1 

5110 

559800 

8185200 

25515000 

gef. 

~z 
aus den Wiirfel- 

spielen Abb. 5 

1 : 3 = 0 , 3  

60 : 3 = 20,0 

153:3  = 51,0 

~ona t she f t e  ffir Chemie. Bd. 77/1--5.  13 
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e~ 

2 

g l  g~ 

,.4v-~ 

Tr 

o 

~ ~'~ 
z! (nz) gl: gd 

111 :i 6/ 421111 4 0 30 
331111 ~ 5 42  15 
322111 3 2 60 
222211 15 

=(]) 
6 

30 
15 
60 
15 

p! 
s~!sJ . . .Sz!  

30240 

75600 
100800 
151200 
226800 

q z 3. Kontrolle 
2 " K ~ 1 7 6  ( n + p - - 1 ) /  - 3003 r  

, \ z /  g i l g 2 l  (n--l)lpl 
Z , q  ~ 

eine Schale gestel l t  werden k a n n  ? En twede r  f iberlegt  m a n  so: Auf  wie 
viele Ar t en  karm m a n  aus  n vorhandenen  P1/~tzen z P la tze  fiir  die Sehalen 
herausgreffen ~. Dies is t  auf (~) Ar t en  mSglich. Auf  wieviel A r t e n  k a n n  

m a n  die (~) gewahl ten  Pl~tze mi t  z Schalen besetzen, wenn un te r  diesen 

91, g 2 . . .  gleiche s ind?  
z! 

Dies is t  a u f -  g:!  g.z/ �9 �9 �9 

A_ntwort auf 2 

z !  
----- i Ar t en  m6glioh. Daher  l au t e t  die 

H g~/ 
1 

z: 
z / I I g ~ !  

1 

(12) 

Oder man  kann  so ver fahren:  Dureh  Var i a t i on  ohne Wiederholung  k6nnen 
n !  

die Schalen in ( n - -  z ) /  fa the r  Weise aufgestel l t  werden.  Sind g l ,  g2 �9 �9 �9 

1 
gleiehe darun te r ,  i s t  dann  mi t  g i / g J . ,  zu mult ipl iz ieren,  das  g ib t  

n !  1 
( n - - z )  i ' (13) 

I l  g i /  
1 

was mi t  dem vorhin  e rha l tenen  Ausdruck  ident i sch  ist.  
3. AuI  wie viele Ar t en  kSnnen p numer ie r te  Kuge ln  in z Schalen  

geleg~ werden,  wenn die einzelnen Sch~len 81, s~, s 3 . . . . .  sz Kuge ln  
en tha l t en  ? Dies is t  auf  

p,l' p/ 
- (i4) 

s i !  s2! �9 �9 �9 Szl 1~ s i /  

Ar ten  m6glich. 
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q 

Kz , q 2~q Kz, q 
i 

181440 

2268000 
1512000 
9072000 
3402000 

16435440 

= n p : 6 0 4 6 6 1 7 6  

ber. 
F z =  

= 100 ~ K Z '  q 
nV 

2 7 , 3  

I00,0 

t, i 
~ q I 

~ ~ 2~q Kz, q.lz [ 
H t 

g ~ 

II 

6 
~-  16435440 

50700551 

g e l  
Fz 

aus den Wiirfel- 
spielen Abb. 5 

86 : 3 = 28,7 

Daran schlieglt sich noch: 
4. Der wievielte Tell aller urspriinglich vorhandenen n t~l/~tze ist durch 

Sch~len besetzt? Der Anteil der besetzten Pl/itze ist 
Z - = s (15) 
n 

und dies ist der Verfinsterungsf~ktor. 
Eine bestimmte Komplexion 1/~B~ sich gut 

K~ = (~t  Y v: (16) 
"q \ z l [ Ig  d ~s..q.# 

f~che Woise realisieren. D~ die Z~hl aller fiberh~u2~ denkbaren Kom- 

plexionen K = nV (17) 

ist, ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Besetzung yon z P1/~tzen, also einer 

Verfinsterung im Ausma$ yon ~- gleich 
q 

~ _  x x ~ , o  (is) 
n p 

Die ge~amte resultierende Verfinskerung ist 
z q  

X X K ~ ,  q (19) 

n ~ 

somit die Lichtintensit/it 
z q 

J = l  ~ 
n p 

(20) 

13" 
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In  Tabelle 1 ist die vollst~ndige Berechnung des Falles n = 6, p = 10 
durchgeffihrt, daneben sind die dem Wfirfelspiel entnommenen Werte 
angeffihct. Die Obereinstimmung ist vorzfiglich. 

Die Tabelle zeigt auch die zeitlichen Lichtintensit~tsschwankungen 
i m  Mikroraum; so z. B. wird es in einem gaum,  in dem die emulgierte 
Phase 1/6 des Gesamtvolumens ausmacht, (n = 6) in einer Durchstrah- 
lungstiefe yon 10 Teilchendurchmessern (p = 10) in 27,3~o aller Mo- 
menten zur vollkommenen Verfinsterung kommen und in 1,7% zur 
halben Intensi t~t  usw. 

Die bisher gemachten Vereinf~chungen lassen sich natiirlich such auf 
kugelfSrmige Teilehen flbertragen, wobei sich nur Konst~nten ~ndern. So 
kommt es zu einer halben Verdeckung der Projektionsfl~ehe schon bei einem 
Abstand der Mittelpunkte von 0,404 Durchmessern (beim Wiirfel 0,5). Bei 
Verdopplung dieser Abst~nde ist die Verdeckung beim Wiirfel eben null, 
bei der Kugel rasch abfallend noeh 4%. 

Ira iibrigen zeigt die Erfahrung, dal3 wir die Vereinfachungen auch auf 
Molektile und Ionen anwenden k5nnen. 

Zusammenfassung. 
Die Lichtabsorption in einer Emulsion oder LSsung ist von der An- 

ordnung der absorbierenden Teilchen abh~ngig. 
Die Wahrscheinlichkeit der Anordnungen wird in Tell A durch Be- 

t~tigung eines Zufallmeehanismus (Wiirfel) erforscht, woraus sieh 0hne 
Reehnung das Lambert-Beersche Gesetz ergibt. 

In  Tell B folgt die Rechmmg naeh den Prinzil~ien der Kombinatorik.  
Die erhaltenen Resultate gehen insofern fiber das Lambert-Beersehe 

Gesetz hinaus, als sie die zeitlichen Schwankungen der Lichtintensititt 
in Mikrori~umen erkennen lassen. 


